Теорема о вложении четырехвалентных оснащенных графов в тор by Токаревская, С. А.
Ñ.À.ÒÎÊÀÐÅÂÑÊÀß 165
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà
ÐÔ äëÿ ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäó-
ùèõ ó÷åíûõ â Ñèáèðñêîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå (äîãîâîð
 14.Ó26.31.0006).
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Ïðîáëåìû è íåêîòîðûå ðåøåíèÿ çàäà÷è âëîæåíèÿ îñíàùåí-
íûõ ãðàôîâ â äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè îñâåùàëèñü â ðàçíûå ãî-
äû ðàçëè÷íûìè ìàòåìàòèêàìè (ñì., íàïð., [1  3]). Â ñòàòüå
[1] ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü ðîä ïîâåðõíîñòè,
êóäà ìîæåò áûòü âëîæèì ãðàô (íå òîëüêî ÷åòûðåõâàëåíòíûé)
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çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Â. Î. Ìàíòóðîâ â ñòàòüå [3] äîêàçàë
òåîðåìó î âëîæåíèè (â îáùåì ñëó÷àå) è âûâåë ïîëèíîìèàëüíûå
àëãîðèòìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ âëîæèìîñòè ãðàôà â ïëîñêîñòü
R2 (èëè ñôåðó S2 ) ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü è áóòûëêó Êëåéíà.
Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó âëîæåíèÿ ÷åòûðåõâàëåíòíîãî îñíà-
ùåííîãî ãðàôà â òîð. Ðàññìîòðèì õîðäîâóþ äèàãðàììó D ;L
îñíàùåííîãî ãðàôà   ñ îáõîäîì L . Äëÿ âëîæåíèÿ â òîð íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû âñå õîðäû èìåëè îñíàùåíèå 0 . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ýòî òàê.
Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ãðàô D ;L áûë âëîæèì â
òîð, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû õîðäû äèàãðàììû D ;L
ìîæíî áûëî ðàçáèòü íà ÷åòûðå ñåìåéñòâà A;B;C;D (îäíî
èëè äâà ìîãóò áûòü ïóñòûìè) òàê, ÷òîáû:
1) õîðäû îäíîãî ñåìåéñòâà áûëè íå çàöåïëåíû;
2) õîðäû òð¼õ èç ýòèõ ñåìåéñòâ (íàïðèìåð A;B;C , ïðè÷åì
îäíî èç íèõ ìîæåò áûòü ïóñòûì) áûëè ðàñïîëîæåíû òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ìíîæåñòâî õîðä, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó èç ñå-
ìåéñòâ è ïåðåñåêàåìûõ õîðäàìè äðóãèõ äâóõ ñåìåéñòâ, áûëî
îäíèì è òåì æå.
Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà.
Ìû èìååì øàõìàòíîå âëîæåíèå ãðàôà   â òîð S , ôèêñè-
ðóåì íåêîòîðûé îáõîä L ãðàôà   . Îí çàäàåò ñêâîçíîå îòîá-
ðàæåíèå l : S1 ! S , êîòîðîå àïïðîêñèìèðóåòñÿ âëîæåíèåì (ñ
íåáîëüøîé êîððåêòèðîâêîé åãî â îêðåñòíîñòÿõ êîíöîâ õîðä),
êîòîðîå òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç L . Ýòî âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ
ðàçáèâàþùèì: áåëûå êëåòêè ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò îáðàçà
îêðóæíîñòè, à ÷åðíûå êëåòêè  ïî äðóãóþ. Çàìåíèì âåðøèíû
ãðàôà äóãàìè ñ êîíöàìè íà L . Ýòè äóãè áóäóò ÿâëÿòüñÿ ãðà-
íèöàìè áåëûõ (èëè ÷åðíûõ) êëåòîê è, åñòåñòâåííî, íå áóäóò
èìåòü îáùèõ òî÷åê.
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Ðàññìîòðèì òîð êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå S1  S1 ñ êî-
îðäèíàòàìè ;  2 [0; 2] , ãäå 2 òîæäåñòâåííî îòîæäåñòâëåíî
ñ 0 . Åãî ìîæåì èçîáðàçèòü â âèäå êâàäðàòà, ãäå   ïàðàëëåëü,
  ìåðèäèàí òîðà.
Ïðèìåíÿÿ ãëàäêóþ èçîòîïèþ òîðà S ìîæíî äîáèòüñÿ ïîëî-
æåíèÿ ëèíèè L âäîëü ãðàíèö êâàäðàòà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ÷åðíûå êëåòêè íàõîäÿòñÿ âíóòðè
ëèíèè L , à áåëûå  ñíàðóæè.
Äàëåå ìîæíî äîáèòüñÿ òàêîãî ïîëîæåíèÿ âåðøèí áåëûõ
äóã, ÷òîáû äóãè ëèáî ïåðåñåêàëè òîëüêî ïàðàëëåëü  (ìíîæå-
ñòâî A), ëèáî òîëüêî ìåðèäèàí  (ìíîæåñòâî B ), ëèáî áûëè
ïàðàëëåëüíû îäíîé äèàãîíàëè êâàäðàòà (ìíîæåñòâî C ); ëèáî
íå ïåðåñåêàëè ãðàíèöó êâàäðàòà (èõ ìîæíî ïîìåñòèòü â ëþáîå
èç ìíîæåñòâ A;B;C ) (ðèñ. 1).
Ðèñ. 1. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà áåëûõ äóã íà òðè ñåìåéñòâà
Îáðàòèìñÿ ê õîðäîâîé äèàãðàììå D ;L , ñîîòâåòñòâóþùåé ãðà-
ôó   ñ îáõîäîì L , è å¼ ìàòðèöå ïåðåñå÷åíèé M ;L . Ñîãëàñíî
òåîðåìå 1 [3], ïðè âëîæåíèè ãðàôà â òîð ìíîæåñòâî èíäåêñîâ
ìàòðèöû M ;L ìîæåò áûòü ðàçáèòî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóì-
ìà ðàíãîâ êâàäðàòíûõ áëî÷íûõ ìàòðèö áûëà ðàâíà 2 + 0 . Â
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äàííîì èçëîæåíèè ìàòðèöà MW ñ ðàíãîì 2 áóäåò ñîñòàâëå-
íà èç ìàòðèöû M ;L , ñ âûáîðîì èíäåêñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
áåëûì õîðäàì; à ìàòðèöà MB ñ ðàíãîì 0  ÷¼ðíûì.
Çàìåòèì, ÷òî ÷¼ðíûå äóãè íà ïîâåðõíîñòè (åñëè òàêîâûå
ñóùåñòâóþò) íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, à çíà÷èò è íà äèàãðàììå
D ;L ÷¼ðíûå õîðäû íå áóäóò çàöåïëåíû. È, ñëåäîâàòåëüíî,
ìàòðèöà MB äåéñòâèòåëüíî áóäåò èìåòü ðàíã 0 .
Ìàòðèöà MW  ýòî ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà íàä Z2 ñ íóëÿ-
ìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è ðàíãîì ðàâíûì 2 . Ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ýòîé ìàòðèöû ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà
òðè ìíîæåñòâà, äâà èç êîòîðûõ îáÿçàòåëüíî íå ïóñòûå. 
Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À
1. Filotti I. S., MillerG. L., Reif J. On determining the genus of
a graph in 0(v0(g)) steps // Proc. XI Annual Symp. on Theory of
Computing.  N.Y.: ACM Press, 1979.  P. 2737.
2. Lins S., Oliveira-LimaE., SilvaV. A homological solution for
the Gauss code problem in arbitrary surface // J. Comb. Theory.
Ser. B.  2007.  V. 98.  No 3.  P. 506515.
3. ÌàíòóðîâÂ.Î. Âëîæåíèÿ ÷åòûðåõâàëåíòíûõ îñíàùåí-
íûõ ãðàôîâ â äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè // Äîêë. ÐÀÍ.  2009. 
Ò. 424.   3.  Ñ. 308310.
Ñ.Â.Òîìàøåâñêèé
Ðîññèéñêèé óíèâåðñèòåò äðóæáû íàðîäîâ,
vagabund@list.ru
ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ÔÐÅÉÌÛ È ÑÈÑÒÅÌÛ ÐÈÑÑÀ
Ïóñòü (
;; )  ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé (
  ìíîæåñòâî, 
  -àëãåáðà åãî ïîäìíîæåñòâ,   ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç
